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Oder?

Schon mal beim Teilen die Pizza-Hélfte
mit weniger Salami erwischt?

Das kleinste Kuchenstiick?

Die diinne Seite vom Kéasebrot? Skandal!
Mit diesen Tricks aus der Mathematik

ist man fur immer auf der sicheren Seite.
Und vielleicht kénnten sie sogar

die Welt etwas fairer machen.

Text: Christian ). Meier
Illustration: Olivia von Pilgrim

etwa
Omas Goldring unter drei Er-

fitscheint_Gerechtigkeit un-
mbglich. Wie soll man

Das , Pizza-Theorem
funktioniert so: Man teilt

beliebigen Punkt treffen.
Wenn man die acht
unterschiedlich grofien Teile
abwechselnd an zwei Esser
verteilt, bekommt jeder
gleich viel Pizza. Wer es
nicht glaubt, kann die hier
gezeigten Teilstiicke
vergleichen: Zu jedem Stiick
mit einem Grogbuchstaben
Jiir Esser 1 passt eines mit
dem entsprechenden
Kleinbuchstaben, das Esser 2
erhdlt. Wenn einer jedoch
keinen Rand will, bietet

sich eher eine Teilung wie
unten an.

Stan Wagon 1994: Sie zerlegten jedes der
acht Stiicke weiter, aber so, dass Paare von

deckungsgleichen, oder im Mathematiker-
5 «

Rand licbt, der

Inih ohne Worte® fll

‘matik etliche Verfahren, die ein exakt ge-
rechtes Aufteilen_ermoglichen, selbst
herar-

ne Esser 7u, der andere dem anderen (4h-
bildung oben links).
Das

beiten daran, diese Methoden praktikabel
zumachen.
in v Paar, das beim Pizza-

) st so faszinie-
rend, weil niemand damit rechnet’, sagt
Hans Humenberger von der Universitat
wi

heint

twa auf drei Esser: Man sch

die Sache einfach: Einer teilt, der ander
wahlt. Der Teilende wird versuchen, di
Pizzagenau zu halbieren. Doch den Mittel-
er Schnitt_exakt zu treffen ist
schwer. In der Realitat verfehlt die Klinge
ihn fast immer. Hat der Wahlende gutes
Augenmat kann er das grofere Stick neh-
‘men, Romantik schtn und gut, aber Pizza
gehtvor,
Wasaber, wenn der Teilende den Mittel-
punkt verfehit, vielleicht sogar drastisch,

det in 30-Grad-Winkeln 2wl Teile, jeder
Esser bekommt jedes dritte Teil, und alle
gleich viel
s, wenn die Esser mikelig sind
und einer gar keinen Rand will, der andere
besonders viel? Oder wenn sie der Mathe-
und bezweifeln, dass
unterschiedlich geforme Sticke sich wirk-
i mmieren’
Fiir solche Falle fanden Joel Haddley und

Mathematik hat fir solche Flle eine Lo~
sung, die auch bei gierigen Partnern Uber-
vorteilung verhindert. Man braucht dann
allerdings, wenn es schon nicht mit dem

Stephen Worsley von der University of Li-
verpool dic L ist glei

Korativund nijtzlich. Dic beiden Mathema-
tiker fragten sich: Lasst sich eine Scheibe
somit einer einzigen Form ,kacheln also
lickenlos bedecken wie eine geflieste Ba-

chel den Mittelpunkt nicht bertihrt?

g fir Winkel, ode ein Geodreieck in dey
Tasch

de Schnitte so durch die Pizza, dass die
Schnittlinien alle in einem Punkt und in
45-Grac

Das sogenannte Pizza-Theorem, 1967
vorgeschlagen von L Upton, 1968 erst-
‘mals bewiesen von Michael Goldberg, ga-
rantiert: Egal wo sich die Linien treffen, in
der Mitte oder nahe am Rand, wird die Piz-

Haddley und
cheln durch simple grafische Operationen.

schwungene Pizzastiicke, und schon ist
h

for
wels jedes zweite Stiick nehmen. Wenn
nicht durch die Mitte geschnitten wurde,
gleicht keines dem anderen, doch die je

die L von
einer Auflenecke jeder Kachel eine Linie
entlang ihrer Symmetrieachse zur Mitte
desgegeniiberliegenden Kreisbogens, ent-
stehen Hilft

Und das gilt auch fir den oft unbelicbten
: Beide Esser erhalten genau gleich
viel davon. Voraussetzung ist allerdings,
dass die Pizza kreisrun
Das Ganze funktioniert ibrigens auch,
wenn man die Pizza nicht in acht Teile
schneidet, sondern sich fir zwolf, 16 oder
ein anderes Vielfaches von vier entschei-

~ cine innen, cine am Rand. Die Pizza ist
leichmafig geteilt, mit nur einer einzigen
(allerdings beidseitig verwendeten) Ka-

elform_(Abbildung_oben, zweite von
links). Die dufieren Kacheln kann der Rand-
Fan bekommen, und beide sind zufrieden.

Diese Zerteillng der Pizza beziehungs-
weise des Kreises war lange bekannt; wie

det - nur weniger als acht diirfen es nicht

Einen weiteren, cleganten Bevweis des
Pizza-Theorems fanden Larty Carter und

g0 cines Mathematik Programms an der
Penn State University gewesen. Sie konn-
ten jedoch zeigen: Das Prinzip lisst sich

Erweitert
man das
Pizza-Theorem
auf drei
Dimensionen,
kommt
das Calzone-
Theorem

heraus

Das ,,Ham Sandwich
Theorem* besagt, dass
‘man mit nur einer
Schnittebene drei
Objekte in je zwei
gleich grofie Teile
schneiden kann - etwa
Brot, Schinken und Kise,
auch wenn diese ganz
asymmetrisch sind
oder Licher haben.
Daraus folgt, unter
anderem: Mit zwei
Schnitten kann man
eine Pizza so teilen,
dass jeder gleich viel
Teig, Salami, Kise und
Oliven bekommt.

verallgemeinern und mit unzihligen Win-
keln, Kurven oder gezackten Linien umset-
d

Die_ Mathematik verneint: Ein Schitt
reicht. Plausibel macht das eine einfache

exotische Ornamente erinnern. Haddley
und Worsley konnten beweisen, dass ihr
Rezept unendlich viele Kachelungen er-
gibt. Diese Erkenntnis ging viral. Dem New
Scientist sagte Haddley, offenbar tiber-
rascht vom medialen Interesse: ,Ich habe

dass der Pizzatelg gerecht in zwei Hlften

geteilt wird. Das geht tibrigens auch bei ci-

ner etwas unformigeren Pizza, sie muss

nicht rund sein. Wie viel Wurst liegt jetzt

links vom Messer? Sagen wir: weniger als

die Hilfte, 40 Prozent zum Beispiel; an-
fall ki

irgendwelche
jenseits d hat* Aber im-
h

Das war wohl englisches Understate-
ment. Denn die Arbeit zeigte die wichtige
Rolle von Symmetrien beim Pizzateilen —
eine Erkenntnis, die tief in die Geometrie

eI st Richard Bhren-

Teig halbieren wilr-
de. Nach 180 Grad Drehungist man wieder
beim Ausgangsschnitt angekommen, nur
dass das Messer in die andere Richtung

zeigt.
Links vom Messer befindet sichjetzt ge-
T

borg von der University of Kentucky zu
Hause. Ex hat abstrak

rst, also 60 Pro-
zent. Irgendwann dazwischen muss man
lemnach bei der

mensionen durchgeschnitten, als sich der
ist vorstellen k

e
ke vorbeigekommen sein, schlieRlich hat

Erweitert
Theorems ins Dreidimensionale, wird aus
dem Kreis eine Kugel, aus Linien werden

Ebenen, und aus dem

benoffenbar noch

man das Prinzip des Pizza-  man diese Stelle findet und dortschneidet,
hat man Teig und Wurst mit nur einem
Schnitt gerecht geteilt
12 vielall-
* - manche Leute ha- Dingen, was.
Korrekt geform-  verbliffend hat, Zum Bei-
h

It
gel cinen beliebigen Punkt, zieht durch
den Punk eine Linie und durch die Linie
vier Ebenen, die sich entlang der Linie

hneid ht

L eine gerade Linie ziehen, sodass die bei-
den Teile des Landes je die Halfte aller Al-
pengipfel iber 2000 Meter und die Hilfte

lus eine Ebene, d
zur Linie durch P geht, wird die Kugelin 16

sionen gilt analog: Ein planetares Riesen-
die d

wieder ab-
wechselnd auf zwei Esser au, erhalt jeder
das gleiche Volumen.

‘Analog funktioniert das fiir beliebige Di-
mensionen, auch wenn das Vorstellungs-

sich auf beiden Seiten e die Halfte aller
Wolkenkratzer, Bierzelte und Wombatsbe-
findet. Denn, sehr praktisch: Man kann
stets soviele Objekigruppen aufteilen, wie
er Raum Di bt

per-Ebenen zerschneiden dann den Hyper-
Raum in immer mehr Kammern, Ehren-
borg und seine Kolleginnen Sophie Morel
und Margaret Readdy zeigten 2022: Auch
in diesen hoheren Dimensionen gilt das

Der Name dieses Prinzips fahrt zuriick
zum Essen: Man nenntes Ham-Sandwich-
Theorem. Ein Schinken-Sandwich ist
schlieSlich dreidimensional und hat drei
Elemente, namlich Brot, Schinken, noch-

1Brot (od deren Varianten, Brot,

barte Kammern zuvei Essern zuordnet.
‘Aber was heifit eigentlich ,fair* teilen?
‘Was, wenn mehrere Salamischeiben unre-
‘gelmafig auf der Pizza liegen, und nicht
nur der Teig, sondern auch die Wurst ge-
recht geteill werden soll? Dann geht es
nicht nur um gleich grofie Teile einer
Sache, sondern mehrerer gleichzeitig, Die
S M

Schinken, Kiise). Das Theorem garantiert,
dassalle dre, und seien sie noch 5o asym-
metrisch, mit nur einem Schnitt halbiert
werden Konnen (4bbildung oben, Mitte). Es
stamm m legend:
schen Buch®, eine Sammiung von Proble-
‘men, die eine Gruppe teils beriihmter Ma-
thematiker in den Dreifigerjabren im
&*inLemberg, demheu-

i

so komplizierte wahlen?

L el

Das Thema

ist aktuell
sehr relevant:
Denn wie bringt
man
KI-Systemen
bei, faire
Entscheidungen

2u treffen?

Luis Barba und Patrick Schnider von
derETI

(

Noch Platz fiir Torte?
Aber Sie sind zu dritt,

s0 teilen, dass jeder sein
Stiick zumindest nicht
schlechter findet als die
anderen. Dafiir schneidet
der Erste so, wie er es fiir
gerecht halt. Der Zweite
schneidet vom aus seiner
Sicht besten Stiick

50 viel ab, dass es dem
zweitbesten entspricht,
das abgeschnittene Stiick
wird spiter aufgeteilt.
Dann daxf der Dritte
aussuchen...und viele
Schritte spiiter sind alle
zufrieden.

Bei zwei Spielern ist das simple Einer-
awar

nicht die per-

bt
Zutaten erweitert - etwa Salami, Kise, Oli-
i Teig.

fekte Losung, kann
behaupten, ein_ subjektiv. schlechteres

ge Schnitte, was schnell zu Streit cskalie-
ke

‘Aber schon bei dreien wird es aufwindig,

Barba un e
doch zeigen: Zwei schnurgerade Schnitie

Umdas Jahr
matiker John Selridge und John Conway

rechis). Diese Konnen sich kreuzen, aber
auch parallel verlaufen.

dur mit Erfolgsgarantie: Der erste Spieler
reiltd o

nnten Barba und Schnider nur zeigen,
dass diese Schnitte existieren - wie man
sie im konkreten Fal findet, bevor die Piz-
za kalt ist und die Esser zerstritten, bleibt
ein offencs Problem.

Thn fasziniere das Ham-Sandwich-The-

ge Teile. Der zweite Spieler wahlt das aus
Seiner Sicht wertvollste Stiick und schnei-
det 50 viel davon ab, dass es genauso gut
das zweitwertvollste (Abbildun

oben rechts). Dann sucht der dritte Spicler
ein Stiick aus. Sechs weitere Schritte re-
geln, wer wann ein Stiick nehmen darf und
" sod En

orem, sagt Wolfgang Mulzer. Der Informa-
tiker von der Freien Universitat Berlin be-
7

mit der Frage, wie man die optimale
Schnittebene findet. Denn der Satz garan-
et Exist finden, k

bleibt.
Erst im Jahr 2016, 56 Jahre nach dem
Protokoll fiir drei Spicler, entwickelten
ralisch cines fur

selbst fiir Computer zu

Dimensionen losen will. Mulzers Team
sucht nach einem Algorithmus, der das

Ergeb-
nis kommt. Allerdings umfasst es schon
bei vier Personen rund 200 Schritte. , Fir
fin, sech:

wand , sagt Hoefer. Selbst
hnell

Theorems lasse sich nur 3
sagt Mulzer: ,Wir konnen noch nicht s

P
unbewaltigbar. Hoefer erforscht, wie sich

Das magalles sehr nach abstrakter Spie-

chenbare Algorithmen fassen lasst - da-
Kuchen, d

lerei Klingen. Kénnten sol- i
che Algorithmen auch die reale Welt cin  belicbig stickeln lisst, sondern um diskre-
te Giiter wi , Autos s

hK

zepte wie Neid in die Rechnung mitaufzu-
rehmen. ,Man kann viel dartiber diskutie-

ten.  Eine i g
dann oft nicht moglich’, sagt Hoefer. Also
senken die Forscher die Anforderungen:

matiker. ,Fair* kann zum Beispiel schiicht
bedeuten, dass alle mit dem zufrieden
d

volles Gut wie eine Villa beim Vergleich
mit den Mitspielern ausblenden.

o Tolen, wie joderwell der Kincie bt
Deien wicjeder v b

genforschung, die zukinftig auch fir

trachtel einen Kuchen mit

denkann. ,Das Gebi

Beligen. Wenn einer der Kuchenesser et-
wa Erdbeeren viel mehr schatzt als die an-
d

en Jahren sehr hohe Aufmerksamkeit',
sagt der Informatiker. Finen Grund sieht

dvie-

er darin, dass
immer ofter von Rechner-

i
le Erdbeeren drauf. Dem anderen ist viel-
leicht die Sahnefullung wichtiger. In de
Mathematik befasst sich die sogenannte
Spieltheorie mit solchen Problemen. Sic
entwickelt Spielregeln, dic cin Teilen des

systemen unterstiltzt_werden. ,Man
mochte, dass auch mit KI-Systemen faire
Entscheidungen getroffen werden', sagt

Eine gerechtere Welt mit Computerhil-
fe? Nicht s dahin kann

geleien kommt

‘man ja schonmal den Kuchen aufteilen.
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